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Calcul différentiel, rappels sur les sous-variétés de R"

Exercice 1 (Définitions).
Rappeler la définition des objets suivants :

1. La différentielle en x € U C RP d’une application f: U — RY.

2. Une application f: U C RP — R? de classe C', de classe C*, lisse.
3. Un difféomorphisme, un difféomorphisme local.
4.

Une sous-variété de R™.

Exercice 2 (Théorémes importants).

Rappeler les énoncés des théorémes suivants :
1. Le théoréeme des fonctions implicites.
2. Le théoréme du rang constant.

3. Le théoréme d’inversion locale.

Exercice 3 (Inversion par rapport a une sphére).

Soit f l'inversion par rapport a la sphére unité de R", définie par

f:RUA{0} — R™\ {0}

X —

el

ol ||-|| est la norme euclidienne standard de R™.
1. Montrer que f est un C!-difféomorphisme de R™ \ {0} sur lui-méme.
2. Montrer que la différentielle de f en tout point préserve les angles.

Remarque : on a montré que l'inversion par rapport & la sphére unité était une application
conforme. En toute généralité, 'inversion par rapport a la sphére de centre 2 € R" et de rayon
R > 0 est donnée par

Ior(x): R*\ {Q} — R"\ {02}

-
a:r—>Q+R2x72
[z — €

On montre de la méme maniére que c¢’est une application conforme.
Exercice 4.
Soit f I'application
f:R?—R3
(x,y,2) —> (€2y + %, ¥ — ¥ g — y) )
Montrer que I'image de f est un ouvert strictement inclus dans R3.

Exercice 5.

Soit f: U C R? — RY une application injective de classe C'. Montrer que p < ¢ et qu’il existe
un ouvert dense V C U tel que Vo € V, df(z): RP — R? est injective.



Exercice 6.

Soit My € M, (R) une matrice carrée ayant n valeurs propres réelles distinctes. Montrer qu’il
existe un voisinage ouvert U C M, (R) de My tel que toute matrice M € U posséde n valeurs
propres réelles distinctes.

Montrer que I'on peut choisir U de sorte que la fonction M € U +— (A (M),..., \y(M)) € R”
est lisse, ou A1 (M) < ... < A\ (M) sont les valeurs propres de M.

Exercice 7 (La sphére unité).

1. Montrer que la sphére unité S™ = {(xl, e Tpg) ERMEL A 2 = 1} est une sous-

variété de R™ 1. Quel est I’espace tangent & x € S™ ?

2. Montrer, en munissant S™ d’un atlas différentiable, que c’est une variété différentielle.

Exercice 8 (Sous-variétés de M, (R)).

Dans cet exercice, on identifie M, (R) avec R™*. Montrer que les sous-ensembles suivants sont
des sous-variétés de M, (R) et identifier leur espace tangent en I,,.

1. O,p(R).
2. SO(n).
3. GL,(R).
4. SL,(R).



